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ABSTRACT. – Locus of exceptional points and the multidirectional tangent cone of a
closed positive current.
Let Ω be an open set in Cn, with n> 2 and let (Xk)k be a sequence of analytic sets of
dimension p 6 n− 2 in Ω . We prove that there exists a positive (1,1)-current T on Ω
such that the tangent cone of T does not exist at any point of
⋃
k Xk . More precisely we
prove that for every open set ω⊂Ω and for every analytic set of dimension p 6 n− 2 in
Ω , there exists a closed positive current T of bidegree (1,1) on Ω such that the tangent
cone of T does not exist on X ∩ ω, moreover we prove that for every closed positive
current Θ of bidegree (1,1), the tangent cone of the current T +Θ does not exist at any
point of X ∩ ω. In the last paragraph, we study the directional and the multidirectional
tangent cone associated to a closed positive current. Ó 2000 Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS
RÉSUMÉ. – Soit Ω un ouvert de Cn, avec n> 2 et soit (Xk)k une suite d’ensembles
analytiques de dimension 6 n − 2 de Ω . On construit un courant positif fermé T de
bidegré (1,1) surΩ tel que le cône tangent à T en tout point de
⋃
k Xk n’existe pas. Plus
précisément, on démontre que pour tout ouvert ω ⊂Ω et tout ensemble analytique X de
bidimension (p,p) avec p 6 n− 2, il existe un courant positif fermé T de bidegré (1,1)
sur Ω tel que le cône tangent à T existe partout sauf aux points de X ∩ω et tel que pour
tout courant positif fermé Θ de bidegré (1,1), le cône tangent au courant T +Θ n’existe
pas aux points deX∩ω. Au dernier paragraphe on étudie les cônes tangents directionnels
et multidirectionnels associés à un courant positif fermé. Ó 2000 Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS
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1. Notations et principaux résultats
Pour un courant positif fermé T de bidimension (p,p) sur un ouvertΩ
de Cn, le cône tangent au courant T en un point a ∈Ω , s’il existe, est la
limite faible de la famille ((hr)∗τ ∗a T )r quand r tend vers 0, où hr désigne
l’homothétie de centre l’origine et de rapport r > 0 et τa la translation
de vecteur a. Dans [2], l’auteur en collaboration avec J.P. Demailly et
M. Mouzali, donne des conditions suffisantes pour l’existence du cône
tangent. Dans [3], l’auteur donne des conditions nécessaires et suffisantes
relativement aux courants de type (1,1) et (n− 1, n− 1).
On rappelle qu’un courant positif fermé T est dit conique s’il est
invariant par les homothéties réelles ou complexes, i.e., (hr)∗T = T , pour
tout r > 0 ou r ∈ C∗. On renvoie le lecteur aux travaux antérieurs [2,1,
3] et [8] pour l’étude des conditions d’existence du cône tangent à un
courant positif fermé et les propriétés générales des courants coniques.
L’objet de la première partie de ce travail est l’étude de l’ensemble des
points où le cône tangent à un courant positif fermé T n’existe pas. Cet
ensemble sera appelé ensemble des points exceptionnels du courant T
et sera noté E(T ). On notera de même T(T , x) l’ensemble des courants
tangents au courant T en x. En d’autres termes T(T , x) est l’ensemble
des courants limites de la famille (h∗r τxT )r quand r tend vers 0.
Il résulte de la formule de Lelong–Jensen que si νT (0) = 0, le cône
tangent au courant T en 0 est le courant nul. Donc l’ensemble des
points exceptionnels de T est un sous ensemble de {z ∈Ω; νT (z) > 0}.
Rappelons d’abord le théorème de Siu [10] :
THÉORÈME 1.1. – Soit T un courant positif fermé de bidimension
(p,p) sur un ouvert Ω de Cn. Alors pour tout c > 0, l’ensemble
Ec(T )= {z ∈Ω; νT (z)> c}
est un ensemble analytique de dimension au plus p et si X est un sous
ensemble analytique irréductible de dimension pure p de Ω tel que
infx∈X νT (x) = c > 0, alors le courant T − c[X] est positif fermé et
νT (x)= c presque partout sur X.
Il en résulte la décomposition suivante :
T =∑
k
ck[Xk] +Θ1,
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où ck = infz∈Xk νT (z) et Θ1 un courant positif fermé de bidimension
(p,p) tel que dimEc(Θ1) < p pour tout c > 0. La suite (Xk)k est la
collection des ensembles analytiques de dimension pure p apparaîssant
dans la famille Ec(T ), pour c > 0. Dans P. Thie [12] (voir aussi [2] et
[3]), il est démontré que le cône tangent au courant d’intégration sur un
ensemble analytique existe en tout point. Il en résulte que l’ensemble
des points où le cône tangent à un courant positif fermé T de bidimen-
sion (p,p) n’existe pas est un sous-ensemble d’une réunion dénom-
brable d’ensembles analytiques de dimension au plus p − 1, à savoir⋃
k E1/k(Θ1). Pour le cas p= 1 cet ensemble est au plus dénombrable.
Inversement, on démontre dans ce travail que si (Xk)k est une suite
d’ensembles analytiques de dimension pure au plus n−2 sur un ouvertΩ
de Cn, il existe un courant positif fermé T de bidegré (1,1) sur Ω tel que
l’ensemble des points exceptionnels de T est
⋃
k Xk et tel que pour tout
courant positif fermé Θ de bidegré (1,1), E(T +Θ)= (⋃k Xk)∪E(Θ).
Le problème se ramène en fait à démontrer le résultat pour un ensemble
analytique irréductible X de dimension au plus n − 2. En effet si pour
chaque Xk il existe un courant positif fermé Tk de bidegré (1,1) tel que
E(Tk) = Xk et E(Tk + Θ) ⊃ Xk pour tout courant positif fermé Θ sur
Ω , alors le courant T =∑k εkTk admet l’ensemble ⋃k Xk comme lieu de
points exceptionnels, avec
εk = 12k(1+ ||Tk||Kk)
et (Km)m une suite croissante de compacts telle que Km ⊂ ◦Km+1 et⋃
k Kk =Ω .
On démontre plus précisément les résultats suivants :
THÉORÈME 1.2. – Soit X un ensemble analytique irréductible de
dimension pure p6 n− 2 sur un ouvert Ω ⊂Cn. Alors pour tout ouvert
ω⊂Ω , il existe un courant positif fermé T de bidegré (1,1) surΩ tel que
le lieu des points exceptionnels de T est exactement X ∩ω. De plus pour
tout courant positif ferméΘ de bidegré (1,1), E(T +Θ)= E(T )∪E(Θ).
PROPOSITION 1.3. – Pour toute fonction u ∈ PSH(Ω) telle que νu(x)
> 1, ∀x ∈ E(i∂∂u), il existe une fonction v ∈ PSH(Ω) telle que
E(i∂∂v) = E(i∂∂u) et ∀ψ ∈ PSH(Ω) ; E(i∂∂v + i∂∂ψ) = E(i∂∂u) ∪
E(i∂∂ψ).
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Les résultats de cette partie ont fait l’objet d’une note aux C. R. A. S.
(cf. [4]).
Dans la deuxième partie de ce travail on donne quelques résultats sur
les cônes tangents directionnels et multidirectionnels d’un courant positif
fermé et on démontre :
THÉORÈME 1.4. – Pour n> 3, il existe un courant conique Θ sur Cn
tel que la famille
h∗(1,rp1,...,rpn−1 )Θ = h∗(r,rp1+1,...,rpn−1+1)Θ
n’admet pas de limite quand r tend vers 0, avec pj ∈N∗.
Le résultat est faux dans C2.
Nous utilisons les notations classiques :
α = i∂∂ log |z|, β = i
2
∂∂|z|2
où z ∈ Cn et n > 2. Si T est un courant positif fermé de bidegré (p,p),
on note
T = ∑
|I |=|J |=p
TI,J σp dzI ∧ dzJ , avec σp = i
p2
2p
.
Les mesures
σT = T ∧ β
n−p
(n− p)! et νT = T ∧ α
n−p
désignent respectivement la mesure trace et la mesure projective de T .
2. Construction d’un courant avec lieu exceptionnel donné
On reprend les notations de [2] et [3]. On note Kp l’ensemble des
courants positifs fermés coniques de bidegré (p,p) sur Cn, vérifiant
νT (0) = 1, pour tout T ∈ Kp . La partie Kp est convexe métrisable et
faiblement compacte dans l’espace des courants et pour tout courant
positif fermé T , l’ensemble T(T ,0) des valeurs limites de la famille
((hr)
∗T )r est une partie compacte connexe contenue dans m.Kp , où m
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est le nombre de Lelong de T en 0. Réciproquement, on a démontré dans
[3] le théorème suivant :
THÉORÈME 2.1. – Soit M une partie connexe fermée deKp où p > 1,
alors il existe un courant positif fermé T de bidegré (p,p) sur Cn tel que
T(T ,0)=M .
Le cas p= 1 est pécédemment démontré dans [2].
Démonstration. – On rappelle la construction de la fonction plurisou-
sharmonique ϕ telle que le courant T = i∂∂ϕ réalise une réponse au théo-
rème précédent dans le cas p = 1. Cette construction sera utile pour le
reste de ce travail.
Comme Kp est une partie convexe métrisable et faiblement compacte
dans l’espace des courants, on prend une suite (Tj )j dense dans M telle
que δ(Tj+1 − Tj ) tend vers 0 quand j tend vers +∞, où δ désigne la
distance qui définie la topologie deK1. On sait que le potentiel canonique
fk = 1
(n− 1)(2pi)n
×
∫
Cn
( 1
(1+ |ξ |2)n−1 −
1
|z− ξ |2n−2
)
Tk(ξ)∧ (i∂∂|ξ |2)n−1
vérifie i∂∂fk = Tk et fk(z)− 1pi log |z| =wk(pi(z)) où wk est une fonction
définie sur l’espace projectif Pn−1, avec pi :Cn \ {0}→ Pn−1 la projection
canonique.
Les suites (fk+1−fk) et (wk+1−wk) tendent faiblement vers 0 quand k
tend vers l’infini. Soit ρε(g)= ε−n2ρ(|g− 1|2/ε2) une famille de noyaux
régularisants sur le groupe unitaire U(n). Pour un choix convenable
d’une suite (εk)k qui tend vers 0, la suite vk = ρεk ∗wk est de classe C∞
sur Pn−1, ‖vk+1 − vk‖∞ tend vers 0 et la suite (i∂∂( 1pi log |z| + vk ◦ pi))k
admet M comme ensemble de valeurs limites.
Sans perte de généralité, on peut supposer que ‖vk+1 − vk‖∞ < 1 pour
tout k et ‖vk‖∞ = o(k). On prend une suite (δk)k telle que 0 < δk+1 <
δk/5 et on pose
ϕk(z)= (1+ δk) log |z| + vk(pi(z))− 3k et ϕ(z)= sup
k∈N
ϕk(z)
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ϕk(z) > ϕk+1(z) si |z| > e−2/δk et ϕk+1(z) > ϕk(z) si |z| < e−5/δk . Les
fonctions ϕk et ϕk+1 se croisent dans
Γk = {z; e−5/δk 6 |z|6 e−2/δk}.
Ces couronnes sont deux à deux disjointes d’après le choix de δk . De plus
la fonction ϕ coïncide avec ϕk sur
Ek = {z; e−2/δk < |z|< e−5/δk−1}.
Il est démontré dans [2] que la fonction ϕ est plurisousharmonique
et le courant T = i∂∂ϕ n’admet pas un cône tangent en 0 et que
M est l’ensemble des valeurs limites des homothétiques de T . Donc
T(T ,0)=M .
Dans [3] on a démontré ce résultat par une méthode différente utilisant
une partition de l’unité de Cn \ {0}. On démontre que pour une partition
(ρj)j de l’unité de Cn \ {0} adéquate, la fonction
f (z)=∑
j
ρj (z)
( 1
pi
log |z| + vk ◦ pi(z)
)
est presque plurisousharmonique et il existe une fonction g de classe C∞
sur Cn telle que T(i∂∂(f +g))=M . Avec cette méthode on a généralisé
le résultat pour le cas p> 1. 2
PROPOSITION 2.2. – Soit T un courant positif fermé sur un ouvert Ω
de Cn tel que 0 ∈ Ω et soit F :Ω → Ω ′ un biholomorphisme tel que
F(0) = 0. Si T1 est une valeur d’adhérence de la famille (h∗r T )r , alors
JF(0)∗T1 est une valeur d’adhérence de la famille (h∗rF∗T )r sur Ω ′.
JF(0) est l’isomorphisme de Cn qui admet comme matrice la matrice
Jacobienne de F en 0.
Démonstration. – Soit ψ ∈Dp,p(Cn).
〈h?rF?T ,ψ〉 = 〈h?rT , h?rF ?h?1/rψ〉 = 〈h?rT , (h1/r ◦ F ◦ hr)?ψ〉.
Si F = (f1, . . . , fn) alors
(h1/r ◦ F ◦ hr)(z)=
(
f1(rz)
r
, . . . ,
fn(rz)
r
)
.
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limr→0(h1/r ◦ F ◦ hr)?ψ = (JF (0))?ψ pour la topologie de D(Cn) et la
famille est unifomément bornée pour la norme masse sur tout compact, il
s’ensuit que
lim
k→+∞〈h
?
rk
F?T ,ψ〉 = 〈(JF (0))?θ,ψ〉. 2
PROPOSITION 2.3. – Il existe deux courants positifs fermés T1 et T2
de type (1,1) sur Cn, avec n> 2 qui n’admettent pas un cône tangent en
0 et tel que le courant (T1 + T2) admet un cône tangent en 0.
Démonstration. – Il suffit de considérer une partie connexe M de K1
non réduite à un point, dont tous les éléments T sont majorés par un
même courant conique λΘ , Θ ∈ K1, λ > 1 quelconque (toute partie
M obtenue comme enveloppe convexe d’un nombre fini d’éléments de
K1 convient). On construit alors les courants T1 et T2 comme dans la
démonstration du Théorème 2.1, à partir des fonctions ϕ1 = supk ϕ1,k et
ϕ2 = supk ϕ2,k correspondant aux parties M1 = {(1+ ε)Θ − εT ; T ∈M}
et M2 = {(1− ε)Θ + εT ; T ∈M}, ε 1. La construction montre que
(log |z| + v1,k ◦ pi)+ (log |z| + v2,k ◦ pi) est un potentiel de 2Θ ∗ ρεk , et
on en déduit facilement limr→0 h∗r (T1 + T2)= 2Θ . 2
PROPOSITION 2.4. – Il existe un courant positif fermé T1 de type
(1,1) sur Cn, avec n > 2 qui n’admet pas de cône tangent en 0 et tel
que pour tout courant positif fermé T de type (1,1), le courant T + T1
n’admet pas de cône tangent en 0.
Ce théorème sera généralisé à la fin de ce paragraphe (cf. Proposi-
tion 2.9).
Il suffit de prendre une partie M de K1 n’admettant pas de majorant
λΘ comme ci-dessus.
On donnera deux exemples de parties non majorées de K1. Le premier
exemple est trivial et le deuxième servira à la démonstration du Théorème
principal 2.6.
(1) Soit M une partie fermée connexe de K1 qui contient les courants
[z1 = 1k z2] ; k ∈ N∗. Un courant positif fermé Θ qui majore M sera de
masse infinie sur B(0,1) ou encore νΘ(0)=+∞, ce qui est impossible.
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(2) Sur Cn, avec n> 3, on considère la fonction plurisousharmonique
homogène ϕ définie par :
ϕ = 1
pi
log max
(|z1|, . . . , |zn|).
Le support du courant T = i∂∂ϕ est
Supp(T )= ⋃
{i1,...,in}={1,...,n}
{|zi1 |6 · · ·6 |zin−1 | = |zin |}.
Ce support est un sous-ensemble analytique réel de dimension (2n− 1)
dans R2n = Cn. On considère la partie M connexe fermée de K1 définie
par :
M = {g∗ i∂∂ϕ; g ∈U(n)}
où U(n) désigne le groupe unitaire.
Deux courants T1 et T2 de M sont égaux ssi ils ont le même support.
En effet il existe g1 et g2 de Un tels que T1 = g∗1T et T2 = g∗2T . Il suffit
donc de démontrer le résultat pour les courants T1 = T et T2 = g∗T qui
ont le même support avec g= g2 ◦ g−11 .
On suppose que{
z; |z1|< · · ·< |zn−1| = |zn|}
= {z; |gi1(z)|< · · ·< |gin−1(z)| = |gin (z)|
}
avec g= (g1, . . . ,gn). Donc il existe une constante C ∈R∗ telle que∣∣gin−1(z)∣∣2 − ∣∣gin (z)∣∣2 =C(|zn−1|2 − |zn|2)
pour tout z tel que |z1|< · · ·< |zn−2|. On pose
gin (z)= λ1z1 + · · · + λnzn et gin−1(z)= α1z1 + · · · + αnzn,
avec (λ1, . . . , λn) et (α1, . . . , αn) sont deux vecteurs unitaires et ortho-
gonaux dans Cn. En utilisant le fait que g ∈ U(n), on démontre faci-
lement que λj = αj = 0 pour tout j 6 n − 2 et gin−1 = αn−1zn−1 et
gin = λnzn, avec |λn| = |αn−1| = 1 ou gin−1 = αnzn et gin = λn−1zn−1 avec|λn−1| = |αn| = 1. En considérant les autres composantes du support de
T , on aura |gij (z)| = |zj |, pour chaque j 6 n− 2.
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En fait le sous groupe de U(n) qui laisse invariant ce courant est
engendré par les permutations des variables zj et les éléments de U(n)
qui laissent invariant |zj |, pour chaque j = 1, . . . , n.
On se propose de montrer que la partie M n’est pas majorée. Si Θ
est un courant conique qui majore M et si T1 et T2 sont deux courants
différents de l’ensemble M , alors dim SuppT1 ∩ SuppT2 est au plus
2n − 2. Donc χSuppT1T2 =
∑
Cj [Xj ], où les Xj sont les hypersurfaces
complexes irréductibles contenues dans SuppT1 ∩ SuppT2. Comme
νT (z)= 0 pour tout z 6= 0, alors les constantes Cj sont nulles. Il en résulte
que χSuppT1T2 = 0 et donc Θ > T1 + T2.
Avec les mêmes arguments que précédemment, si T1, . . . , Tm, sont m
courants de l’ensemble M différents, avec m ∈ N∗, on aura ‖Θ‖B(0,1) >
m. Ce qui est impossible, donc M n’est pas majorée.
On donne une autre démonstration plus directe et élémentaire donnant
qu’un tel courant Θ qui majore M est de masse infinie sur B(0,1).
Soit Sj le support de Tj et pour tout ε > 0, on pose Sj,ε = {z ∈
Cn; d(z, Sj) < ε} pour j = 1,2. T1 et T2 sont différents et par
construction H2n−1(S1 ∩ S2) = 0, où H2n−1 est la mesure de Hausdorff
(2n − 1)-dimensionelle dans Cn. Soient ϕj,ε ∈ D(Sj,ε) égale à ϕj,ε = 1
sur Sj ∩B(0,1), pour j = 1,2.
1
τn−1
∫
B(0,1)
Tj ∧ ϕj,ε β
n−1
(n− 1)! = 1,
pour tout ε > 0, avec
β = i
2
∂∂|z|2 et τn−1 = pi
n−1
(n− 1)!
le volume de la boule unité dans Cn−1.
lim
ε→0
1
τn−1
∫
B(0,1)
Θ ∧ (ϕ1,ε + ϕ2,ε) β
n−1
(n− 1)! 6 ‖Θ‖B(0,1),
avec ‖Θ‖B(0,1) désigne la masse du courant Θ sur B(0,1). Si on pose
ϕε = ϕ1,ε + ϕ2,ε, on aura :
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1
τn−1
∫
B(0,1)
Θ ∧ ϕεβ
n−1
(n− 1)!
> 1
τn−1
∫
B(0,1)
T1 ∧ ϕ1,εβ
n−1
(n− 1)! +
1
τn−1
∫
B(0,1)
T2 ∧ ϕ2,εβ
n−1
(n− 1)! .
Donc ||Θ||B(0,1) > 2. On termine la démonstration comme précédem-
ment. 2
On remarque que la fonction ϕ de l’Exemple 2 précédent est bornée
sur la sphère unité de Cn. Comme le groupe unitaire U(n) laisse invariant
cette sphère, il en résulte que la famille (g∗ϕ = ϕ ◦ g)g est uniformément
bornée sur la sphère.
Remarque 2.5. – Dans des cas particuliers, on peut donner des solu-
tions et parfois des solutions partielles au problème posé ; à savoir la
construction d’un courant positif fermé avec un lieu de points exception-
nels donné.
(1) Si X = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn; zp+1 = · · · = zn = 0}, p 6 n − 2,
on prend une fonction ϕ(ξ1, . . . , ξk) sur Ck (k = n− p > 2) telle que le
cône tangent au courant i
pi
∂∂ϕ existe partout sauf à l’origine 0. Pour tout
z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, on pose : ψ(z1, . . . , zn) = ϕ(zp+1, . . . , zn), alors
l’ensemble des points exceptionnels du courant i
pi
∂∂ψ est l’ensemble X,
i.e., E( i
pi
∂∂ψ)=X.
(2) Soit X un ensemble analytique de dimension pure p dans un ouvert
Ω ⊂ Cn. D’après le théorème de Forster et Ramspott [7], il existe n
fonctions holomorphes (f1, . . . , fn) qui définissent X (i.e.,
⋂
k f
−1
k {0} =
X). On considère la fonction ψ(z)= ϕ(f1(z), . . . , fn(z)) définie sur Ω ,
avec ϕ ∈ PSH(Cn) telle que E( i
pi
∂∂ϕ)= {0}. Donc E( i
pi
∂∂ψ) est un sous-
ensemble de X et en général E( i
pi
∂∂ψ) n’est pas égal à X.
(3) Soit X un ensemble analytique irréductible de dimension pure p 6
n− 2 et supposé intersection complète au sens des idéaux sur un ouvert
Ω de Cn et soit (f1, . . . , fn−p) un générateur de l’idéal des fonctions
holomorphes nulles sur X. Si ϕ est une fonction plurisousharmonique
sur Ck, k = n − p, telle que le cône tangent au courant i
pi
∂∂ϕ existe
partout sauf à l’origine. Soit M = T(i∂∂ϕ,0), on définit la fonction
plurisousharmonique ψ sur Ω par ψ(z)= ϕ(f1(z), . . . , fk(z)). Soit a ∈
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Xreg, sans perte de généralité, on peut supposer que a = 0 et(
∂fj (0)
∂z`
)
est inversible, j = 1, . . . , k et `= p+ 1, . . . , n. La fonction
f (z)= (z1, . . . , zp, f1(z), . . . , fn−p(z))
est un biholomorphisme sur un voisinage de 0 et f (0)= 0. Il en résulte
que si pour une suite (rm)m, la suite (h∗rmi∂∂ϕ)m convergente vers un
courant T˜ , alors la suite (h∗rmi∂∂ψ)m converge vers le courant Jf (0)
∗T˜ ,
avec Jf (0) l’application linéaire définie par la matrice Jacobienne de f
en 0. Il en résulte que E( i
pi
∂∂ψ)⊃Xreg, avec Xreg l’ensemble des points
réguliers de X car (f1, . . . , fn−p) est un système de coordonnées local
au voisinage de tout point de Xreg. L’ensemble E( ipi ∂∂ψ) n’est pas en
général X.
Avec un choix convenable de l’ensemble M (cf. Proposition 2.4), on
peut supposer que pour tout courant positif ferméΘ de type (1,1) sur Ω ,
le courant Θ + i∂∂ψ n’admet pas un cône tangent sur E(i∂∂ψ) et en fait
E(Θ + i∂∂ψ)= E(Θ)∪E(i∂∂ψ).
THÉORÈME 2.6. – Soit X un ensemble analytique irréductible de
dimension p 6 n − 2 sur un ouvert Ω de Cn. Alors pour tout point
a ∈ Xreg et pour tout r > 0, il existe ϕ˜ ∈ PSH(Ω) telle que le lieu des
points exceptionnels du courant i
pi
∂∂ϕ˜ est X ∩ ω, avec ω ⊂ B(a, r) un
voisinage ouvert de a et telle que pour tout courant positif fermé T surΩ
de bidegré (1,1), le lieu des points exceptionnels du courant (T + i
pi
∂∂ϕ˜)
contient X ∩ω. Il en résulte que
E
(
T + i
pi
∂∂ϕ˜
)
= E(T )∪E
( i
pi
∂∂ϕ˜
)
.
Démonstration. – On reprend les arguments du Lemme 5 de Demailly
[5]. Comme le faisceau IX des idéaux des fonctions holomorphes sur
Ω nulles sur X est un faisceau cohérent, il existe un recouvrement
localement fini de Ω par des boules B(am, rm), avec rm > 0 et am ∈ X,
tels que IX admet un système de générateurs gm = (gm,j ) sur B(am,2rm).
On pose
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vm(z)= log
∣∣gm(z)∣∣2 − 1
r2m − |z− am|2
sur B(am, rm),
v(z)=max
ε
(. . . , vm, . . .) pour m tel que z ∈ B(am, rm),
où maxε est la régularisée de la fonction max définie comme suit :
Soit ρ ∈ C∞(R) à support dans [−1/2,1/2], positive, ∫R ρ(t) dt = 1 et∫
R tρ(t) dt = 0. On pose
max
ε
(t1, . . . , ts)=
∫
Rs
max(t1 + u1, . . . , ts + us)
∏
16j6s
ρ(uj/ε) duj .
La fonction maxε est croissante par rapport à chaque variable et convexe,
donc elle conserve la plurisousharmonicité. De plus
max
ε
(t1, . . . , tj , . . . , ts)=max
ε
(
t1, . . . ,
∨
t j , . . . , ts
)
,
si tj <max(t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , ts)− ε.
La fonction v est de classe C∞ sur Ω \X et presque plurisousharmo-
nique. Comme a ∈ Xreg est un point régulier de X, soit r > 0 tel que
B(a,2r)⊂ Xreg. On se donne (g1, . . . , gk) un système générateur de IX
sur B(a,2r) ; k = n− p > 2. On pose g = (g1, . . . , gk). Soit M une par-
tie connexe fermée de K1 dans Ck telle que la suite (wm)m soit unifor-
mément bornée sur Pk−1 (cf. second exemple de la Proposition 2.4). On
note ϕ1 la fonction plurisousharmonique sur Ck construite dans le Théo-
rème 1 à partir de la famille M et ϕ2 la fonction relative à l’ensemble
M ′ = { i
pi
∂∂ log |z|}.
Comme la suite (wm)m est uniformément bornée sur Pk−1, alors la
fonction ϕ1 − ϕ2 est bornée sur Ck \ {0}. Donc il existe une constante
C > 0 telle que la fonction
ψ(z)=max
(
ϕ1 ◦ g(z)− 1
r2 − |z− a|2 +C,ϕ2 ◦ g(z)
)
coïncide avec ϕ1 ◦ g(z)− 1r2−|z−a|2 +C sur un voisinage ouvert ω de a et
elle coïncide avec ψ = ϕ2 ◦ g(z) sur un voisinage de ∂B(a, r).
Le recollement de ψ se fait comme précédemment et la fonction ψ est
presque plurisousharmonique sur B(a, r) et plurisousharmonique sur le
complémentaire de B(a, r). Avec ce recollement, on aura une fonction
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ϕ˜ ∈ PSH(Ω) qui coïncide avec ϕ +W sur un voisinage ω ⊂ B(a, r) de
a, où W est une fonction de classe C∞ à support compact sur Ω .
Sans perte de généralité, on peut supposer que a = 0. Si pour une suite
(rm)m, la suite (h∗rmi∂∂ϕ)m converge vers un courant T˜ , alors pour tout
b ∈ ω, la suite (h∗rmi∂∂τbψ)m converge vers le courant Jg(b)∗T˜ , avec
Jg(b) l’application linéaire de Cn→Ck définie par la matrice Jacobienne
de g au point b.
Comme l’ensemble M des valeurs limites de la famille (h∗r i∂∂ϕ)r n’est
pas majoré (cf. Proposition 2.4, Exemple 2), alors pour tout courant
positif fermé T de bidegré (1,1) sur Ω , le courant T + i∂∂ϕ˜ n’admet
pas un cône tangent sur E(i∂∂ϕ˜). En particulier E(T + i∂∂ϕ˜)= E(T ) ∪
E(i∂∂ϕ˜).
Il en résulte que pour tout ouvert ω ⊂Ω qui ne rencontre que Xreg, il
existe un courant positif fermé T de bidimension (n− 1, n− 1) sur Ω tel
que l’ensemble E(T ) des points exceptionnels de T est égal à Xreg ∩ ω
et pour tout courant positif fermé Θ de type (1,1), le cône tangent au
courant (Θ + T ) n’existe pas sur Xreg ∩ω. 2
COROLLAIRE 2.7. – Soit X un ensemble analytique irréductible de
dimension p 6 n − 2 sur Ω . Alors pour tout ouvert ω ⊂ Ω , il existe
un courant positif fermé T de bidegré (1,1) sur Ω tel que l’ensemble des
points exceptionnels de T est X ∩ ω, de plus pour tout courant positif
fermé Θ de type (1,1), le lieu des points exceptionnels du courant (Θ +
T ) contient l’ensemble X∩ω. En particulier E(T +Θ)= E(T )∪E(Θ).
Démonstration. – On démontre le résultat par récurrence. Pour p = 0,
le résultat est vrai. D’après le Théorème 2.6, il existe une fonction
plurisousharmonique ϕ sur Ω telle que E(i∂∂ϕ) = (X \ Xsing) ∩ ω et
pour tout courant Θ de type (1,1), le cône tangent au courant Θ +
i∂∂ϕ n’existe pas sur (X \ Xsing) ∩ ω. De même il existe une fonction
plurisousharmonique ψ sur Ω telle que le cône tangent au courant i∂∂ψ
existe partout sauf sur Xsing ∩ ω et pour tout courant positif fermé Θ
de type (1,1), le cône tangent au courant Θ + i∂∂ψ n’existe pas sur
Xsing ∩ω. Le courant i∂∂(ϕ +ψ) répond au problème. 2
PROPOSITION 2.8. – Soient u et v deux fonctions plurisousharmo-
niques sur un ouvert Ω 3 0 de Cn. On note ϕ = max(u, v), alors
νϕ(x) = min(νu(x), νv(x)), pour tout x ∈ Ω . De plus si νu(0) > νv(0)
et M2 = T(i∂∂v,0), alors M2 = T(i∂∂ϕ,0).
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Démonstration. – Si on note A1(r) = supy∈B(x,r) u(y), A2(r) =
supy∈B(x,r) v(y) et A(r) = supy∈B(x,r) ϕ(y). Alors A(r) = max(A1(r),
A2(r)). Le résultat s’ensuit du fait que νu(x)= limr→0 A2(r)log(r) .
Soit ψ une (n− 1, n− 1)-forme de classe C∞ et à support compact sur
Cn. ∫
Cn
h∗r i∂∂ϕ ∧ψ =
∫
Cn
ϕ(rz)i∂∂ψ(z).
Soient T1 = i∂∂u1 et T2 = i∂∂u2 deux valeurs d’adhérences aux familles
(h∗r i∂∂u)r et (h∗r i∂∂v)r respectivement, avec u1 et u2 les potentiels
associés aux courants T1 et T2. On peut toujours supposer que T1 =
limm→+∞ h∗rmi∂∂u et T2 = limm→+∞ h∗rm i∂∂v. On rappelle (cf. [1]) que
uj(rz)= νTj (0)
pi
log r + uj(z) pour j = 1,2.
Il en résulte que si u(z0)6 v(z0) avec z0 6= 0, alors u(rz0)6 v(rz0), pour
tout r 6 1 et si v(z0) 6= −∞, il existe r 6= 0 tel que u(rz0)6 v(rz0). Donc
lim
m→+∞
∫
Cn
h∗rmi∂∂ϕ ∧ψ = limm→+∞
∫
Cn
ϕ(rmz)i∂∂ψ(z)
=
∫
Cn
max(u1, u2)i∂∂ψ(z)
=
∫
Cn\{u2=−∞}
max
(
u1(z), u2(z)
)
i∂∂ψ(z)
=
∫
Cn\{u2=−∞}
max
(
u1(rz), u2(rz)
)
i∂∂ψ(z)
=
∫
Cn\{u2=−∞}
i∂∂u2(z)∧ψ(z). 2
COROLLAIRE 2.9. – Pour toute fonction u ∈ PSH(Ω) telle que νu(x)
> 1, ∀x ∈ E(i∂∂u), il existe une fonction v ∈ PSH(Ω) telle que
E(i∂∂v) = E(i∂∂u) et ∀ψ ∈ PSH(Ω) ; E(i∂∂v + i∂∂ψ) = E(i∂∂u) ∪
E(i∂∂ψ).
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Démonstration. – Avec les mêmes arguments que précédemment, il
suffit de supposer que E(i∂∂u)⊂X∩ω, avecX une variété analytique de
dimension p 6 n− 2 et ω un ouvert assez petit. On considère la fonction
ϕ˜ du Théorème 2.6 telle que νϕ˜(x) = 1 pour tout x ∈ X ∩ ω. On pose
v =max(u, ϕ˜). Le résultat découle de la Proposition 2.8.
Le résultat découle encore du Théorème principal 2.6 car E(i∂∂u) =
{z ∈Ω; νu(z)> 1} est une réunion d’ensembles analytiques de dimen-
sion au plus n− 2. 2
3. Cône tangent directionnel et multidirectionnel
On se propose de donner quelques résultats concernant les limites de
la famille h∗(rp1 ,...,rpn)T , pour r > 0, pj ∈N et T un courant positif fermé
sur un ouvert Ω de Cn, avec 0 ∈Ω . h(rp1,...,rpn ) est l’application définie
sur Cn par :
h(rp1,...,rpn )(z1, . . . , zn)= (rp1z1, . . . , rpnzn).
Le cas où les entiers pj sont égaux est déja traité et la limite si elle existe
est appelée cône tangent au courant T en 0.
Si pj = 0, pour tout j 6= k, avec k fixé, la limite de la famille
(h∗(rp1,...,rpn )T )r , si elle existe sera appelée “cône tangent directionnel
de T en 0” et elle coïncide avec la tranche du courant T sur {zk = 0}.
Dans les autres cas, la limite si elle existe sera appelée “cône tangent
multidirectionnel de T en 0”.
On va traiter dans un premier temps le cône tangent directionnel.
PROPOSITION 3.1. – Il existe un courant positif fermé T sur C2
qui admet un cône tangent en 0 et qui n’admet pas un cône tangent
directionnel dans le sens que la famille (h∗(r,1)T )r n’admet pas de limite
au sens faible des courants quand r tend vers 0.
Démonstration. – Soit [Xk] le courant d’intégration sur l’ensemble
analytique défini par Xk = {(z1, z2) ∈C2; z1 = zk2}, avec k ∈N∗. On pose
T =
+∞∑
k=1
1
k3
[Xk].
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T est un courant positif fermé. Pour démontrer que T n’admet pas un
cône tangent directionnel, il suffit de montrer que
lim
ε→+∞
1
ε2
∫
|z1|<ε,|z2|<1/2
T ∧ dz1 ∧ dz¯1 =+∞.
L’ensemble analytique Xk est paramétrisé par {(tk, t) ∈C2; t ∈C}.
1
ε2
∫
|z1|<ε, |z2|<1/2
T ∧ dz1 ∧ dz¯1 > 1
ε2
+∞∑
k=1
1
k3
∫
|t |<min(1/2,ε1/k)
i
2
∂∂|t|2
>
∑
k6 log ε− log2
1
k3ε2
∫
|t |<ε1/k
i
2
∂∂|t|2
>
∑
k6 log ε− log2
ε
2
k
−2
k3
>
∑
k6 logε− log 2
22k−2
k3
−→
ε→0 +∞.
2
Remarque 3.2. –
(1) Le cône tangent au courant T existe et est égal au courant
Θ =
(
pi2
6
− 1
)
[z1 = 0] + [z2 = z1].
(2) Pour tout p,q deux entiers tels que p > q > 1, la famille
(h∗(rp,rq)T )r n’admet pas de limite quand r tend vers 0.
(3) Pour n > 2, il existe un courant positif fermé sur Cn de bidégré
(1,1) tel que la famille ((hrγ )∗T )r n’admet pas de limite quand r tend
vers 0, pour tout γ = (1,p2, . . . , pn) ∈ (N∗)n, avec les pj non tous égaux.
Il suffit de considèrer la fonction plurisousharmonique définie par :
ψ(z1, . . . , zn)= ϕ(z1, z2)+ · · · + ϕ(z1, zn)
avec ϕ la fonction définie sur C2 par la Proposition 3.1.
PROPOSITION 3.3. – Pour n> 3, il existe un courant positif fermé Θ
sur Cn conique et tel que la famille
h∗(1,rp1,...,rpn−1 )Θ = h∗(r,rp1+1,...,rpn−1+1)Θ
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n’admet pas de limite quand r tend vers 0, avec pj ∈N∗.
Le résultat est faux dans C2.
Démonstration. – Il suffit de démontrer le résultat pour n= 3.
Le courant T construit dans la Proposition 2.6 vérifie∫
C2
T ∧ α <+∞.
Il résulte du théorème de El Mir-Skoda ([6,11]) sur le prolongement des
courants positifs fermés de masse finie que T se prolonge sur P2 en un
courant positif fermé T˜ . On considère le courant Θ sur C3 défini par
l’extension triviale du courant pi∗T˜ , avec pi :C3 \ {0}→ P2, la projection
canonique.
Dans le cas n = 2, si T est un courant conique, alors le cône tangent
directionnel existe et égal à la tranche de T . En effet T = pi∗Θ , avecΘ un
courant positif fermé sur P. Il existe une fonction plurisousharmonique
ϕ sur C telle que Θ = i∂∂ϕ et ∫C i∂∂ϕ < +∞. D’après le théorème de
Siu, ϕ =∑j cj log |z−zj |+ψ , avec ψ ∈ PSH(C) et νψ ≡ 0. Il en résulte
que le cône tangent à tout courant positif fermé sur C existe et le résultat
s’ensuit. 2
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